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МАКРОСКОПИЧЕСКИЕ ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ И ТЕОРИИ 
РАЗРУШЕНИЯ ОБРАБОТКИ МАТЕРИАЛОВ ДАВЛЕНИЕМ 

 
Деформируемость материалов без разрушения, повышенные требования к качеству 

продукции и ее эксплуатационной долговечности приобретают все большое значение 
при проектировании и разработке технологических процессов обработки материалов давле-
ниям (ОМД). В настоящее время разработано большое количество моделей разрушения, ко-
торые совместно с современной теорией пластичности предоставляют математический аппа-
рат для формулировки и решения поставленных задач, однако, ввиду их связанности и слож-
ности, результат может быть достигнут лишь с применением современной вычислительной 
техники, оснащенной соответствующим программным обеспечением, позволяющим произ-
водить математическое моделирование технологических процессов ОМД. 

Первые сведения о попытках исследования разрушения относятся еще к эпохе воз-
рождения: известно, что Галилей пришел к выводу о преимущественном влиянии наиболь-
шего нормального напряжения на разрушение в процессах гибки. В дальнейшем этот вывод 
был дополнен и обобщен на все виды напряженного состояния (НС), в результате чего воз-
никло первое направление теорий разрушения – механические теории прочности. В 1904 г 
Губерт стал основоположником второго направления – энергетических теорий, и уже в 1968 
г. Ю. Н. Работнов заложил основы третьего направления – деформационных теорий. Совре-
менные подходы к анализу разрушения отражены в работах [1, 2, 3]. Так же разработками 
в данной области успешно занимались такие ученые как В. Л. Колмогоров [4], 
В. А. Огородников [5], Г. Д. Дел [6], А. А. Богатов [7], Ю. Г. Калпин [1] и др.  

Одна из проблем современной теории разрушения в обработке материалов давлением 
состоит в недостатке литературы, обобщающей и структурирующей весь накопленный 
в данной области материал, в частности, материал о диаграммах пластичности и моделях 
разрушения. Авторы работы [1] сделали попытку провести систематизацию данных о моде-
лях и критериях разрушения. Также, в литературе практически отсутствуют данные о приме-
няемых в коммерческих компьютерных системах моделирования процессов ОМД (QForm, 
Deform, Forge и т. д.), основанных на методе конечных элементов (МКЭ), моделях разруше-
ния и методике оценки разрушения при анализе пластического течения материала. 

Целью данной работы является рассмотрение и структурирование по трем выше обо-
значенным группам существующих феноменологических моделей и теорий разрушения, вы-
явление преимуществ и недостатков каждой группы теорий.  

Механические теории прочности 

Эти теории так же называют мгновенными критериями разрушения. В соответствии 
с ними разрушение наступает при достижении определенным параметром процесса критиче-
ского значения. Принцип построения механических теорий прочности состоит в следующем: 
вводится гипотеза о преимущественном влиянии избранного расчетного показателя напря-
женно-деформированного состояния (НДС) на процесс разрушения; на её основе строится 
теоретический аппарат расчета; построенная теория проверяется на опытах.  

Первая теория прочности была сформулирована Кулоном [2]. Он предположил, 
что разрушение наступает при достижении предельно допустимого значения одним из глав-
ных напряжений: 

 

ቐ
сߪ ൏ ଵߪ ൏ ;рߪ
сߪ ൏ ଶߪ ൏ ;рߪ
сߪ ൏ ଷߪ ൏ ,рߪ

 (1)
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где ߪс – предельно допустимое напряжение на сжатие; 
 ;р – предельно допустимое напряжение на растяжениеߪ
 .ଷ – соответственно максимальное, среднее и минимальное главные напряженияߪ ,ଶߪ ,ଵߪ
Основателем второй теории стал Сен-Венан [4]. В этой теории в качестве критерия 

прочности принята степень деформации, и за момент разрушения принимается достижение 
предельно допустимого значения одной из главных степеней деформации: 

 

ቐ
сߝ ൏ ଵߝ ൏ ;рߝ
сߝ ൏ ଶߝ ൏ ;рߝ
сߝ ൏ ଷߝ ൏ ,рߝ

 (2)

 

где ߝс – предельно допустимая степень деформации на сжатие; 
 ;р – предельно допустимая степень деформации на растяжениеߝ
 ଷ – соответственно максимальная, средняя и минимальная главные степениߝ ,ଶߝ ,ଵߝ

деформации. 
В третьей теории прочности (теория Треска [2]) за критерий разрушения принимаются 

максимальные касательные напряжения: 
 

ቐ
߬с ൏ ߬ଵଶ ൏ ߬р;
߬с ൏ ߬ଶଷ ൏ ߬р;
߬с ൏ ߬ଵଷ ൏ ߬р,

 (3)

 

где ߬с – предельно допустимое касательное напряжение, полученное из испытаний 
на одноосное сжатие; 

߬р – предельно допустимое касательное напряжение, полученное из испытаний на од-
ноосное растяжение; 

߬ଵଶ, ߬ଶଷ, ߬ଵଷ – максимальные касательные напряжения (индекс максимальных каса-
тельных напряжений показывает к каким главным осям плоскость их действия наклонена 
под углом 45°). 

Приведенные выше теории прочности не отражают в полной мере НС материала 
и применимы для очень узкого круга задач. Дальнейшее развитие механических теорий 
прочности пошло по пути усложнения критериев, включением в них различных комбинаций 
инвариантов НС.  

Критерий разрушения Мизеса [2]: 
 

ߪ ൏ ,ܥ (4)
 

где ߪ – эквивалентное напряжение по Мизесу; 
 . – предельно допустимая величина критерияܥ
Критерий разрушения Джао и Кун [3]: 
 

ଵߪ
ߪ
൏ . (5)ܥ

 

Критерий разрушения Гоша [3]: 
 

߬ଵଷߪ ൏ , (6)ܥ
 

где ߪ – гидростатическое давление. 
Критерий разрушения Хэнкука и МакКензи [3]: 
 

1
ߙ
ݔ݁ ቀ1,5

ߪ
ߪ
ቁ ൏ , (7)ܥ

 

где ߙ – коэффициент, зависящий от свойств материала. 
Теоретическая модель Мора [4]. Мор предложил геометрический метод оценки воз-

можности разрушения, представляющий собой усовершенствованный вариант теории Треска. 
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.cr
m Cd  

  (12)

 

Критерий Брозо был получен путем эмпирического усложнения критерия Кокрофта 
и Лэзама [8]: 

 

.
)(3

2

1

1
cr

m
Cd 

 


  (13)

 

Энергетические теории позволяют с достаточной адекватностью оценивать процессы 
монотонной пластической деформации твердых тел, протекающих в относительно постоян-
ных термомеханических условиях. Область их применения – малые упруго-пластические де-
формации либо специфические задачи с развитыми пластическими деформациями. Теории 
данного типа так же получили широкое распространение в существующих системах инже-
нерного анализа, позволяющих моделировать процессы ОМД. 

Деформационные теории 

Для оценки случаев разрушения с предшествующим значительным пластическим 
формоизменением учеными были разработаны деформационные теории. В них разрушение 
описывается как процесс накопления поврежденности в терминах механики сплошной сре-
ды. Критерием разрушения является степень деформации. Она не должна превышать неко-
торое критическое значение, характерное для данного материла и условий деформирования. 

Первые деформационные теории были предложены С. И. Губкиным, Л. Д. Соколовым 
и Г. А. Смирновым-Аляевым [4], в соответствии с ними: 

 

߰ ൌ
݁и
прߝ

൏ 1, (14)
 

где	߰ – величина, характеризующая использование запаса (ресурса) пластичности 
(поврежденность); 

݁и – накопленная интенсивность деформаций; 
 .пр – величина, характеризующая предельную степень деформацииߝ
Отличие этих теорий заключается в определении ߝпр: 
– по теории С. И. Губкина: 
 

прߝ ൌ
∑ ߜ

୍
ୀଵ

݊
, (15)

 

где ݊ – число привлеченных испытаний; 
ߜ
୍ – единичная предельная степень деформации i-го привлеченного испытания 

при заданном НС и температурно-скоростных параметрах; 
– по теории Л. Д. Соколова: 
 

прߝ ൌ ݂ ൬

௦ߪ
൰, (16)

 

где  – среднее удельное давление на поверхности контакта инструмента с заготовкой; 
 ;௦ – сопротивление деформацииߪ
– по теории Г. А. Смирнова-Аляева: 
 

прߝ ൌ ݁пр, (17)
 

где ݁пр – накопленная интенсивность деформаций к моменту разрушения, зависящая 
от вида НС в момент и месте разрушения. 

В приведенных выше теориях ученые впервые предположили, что предельная дефор-
мация материала зависит от НС материала и температурно-скоростных параметров процесса, 
но сейчас они не используются, так как не обладают достаточной точностью: теория 
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С. И. Губкина использует усредненный показатель пластичности; в теории Л. Д. Соколова 
разрушение ставится, безотносительно от места, где оно происходит, в зависимость от пока-
зателя НС на контактной поверхности; теория Г. А. Смирнова-Аляева не учитывает, что зача-
стую технологическому процессу соответствует переменное в процессе деформирования НС. 

Дальнейшее развитие деформационные теории получили в работах В. Л.  Колмогорова [4]: 
 

߰ ൌ න
ܤܧ
݁пр

݀݁и

и

൏ 1, (18) 

 

где ܧ – коэффициент, учитывающий самозалечивание дефектов при высоких темпера-
турах; 

 .величина, учитывающая скорость развития трещин и их залечивание – ܤ
Теория В. Л. Колмогорова исходит из линейной теории накопления повреждений и не 

учитывает влияние истории деформирования на скорость накопления повреждений при пла-
стической деформации. 

При решении этой проблемы были разработаны теории В. А. Огородникова [9] 
и А. А. Богатова [7] соответственно:  

 

߰ ൌ න ݊
݁иିଵ

݁пр
݀݁и

и

൏ 1, (19)

 

где ݊ – некоторая функция, зависящий от «направления деформирования»; 
 

߰ ൌ නܽ
Λିଵ

Λпр
݀Λ

ஃ

൏ 1, (20)

 

где ܽ – функция НС, получаемая из аппроксимации опытных данных; 
Λ – степень деформации сдвига; 
Λпр – накопленная степень деформации сдвига к моменту разрушения при постоянно-

показательном деформировании. 
Принципиальная ошибка этих теорий заключается в том, что они содержат в явном 

виде накопленную степень деформации, в связи с чем не могут быть распространены на слу-
чай немонотонного деформирования. 

Этого недостатка лишены две следующие теории. Теория Ю. Г. Калпина [1]: 
 

߰ ൌ න ݊
߰
ିଵ


݁пр
݀݁и

и

൏ 1. (21)

 

Теория В. Л. Колмогорова, Б. А. Мигачева и В. Г. Бурдковского [1]: 
 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

߰ ൏ 1,
݀߰
ݐ݀

ൌ
ܪܥ

ሺ1 െ ߰ሻఉΛпр
;

ܥ ൌ
1

1  ߚ
,

 (22)

 

где ܪ – интенсивность скоростей деформации сдвига; 
 .коэффициент – ߚ
Два описанных выше критерия не имеют принципиальной разницы. Их отличие за-

ключается лишь в том, что при выводе критерия (21) принята степенная зависимость степени 
использования запаса пластичности от накопленной деформации, а критерия (22) – гипербо-
лическая. 
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Неработоспособность описанных выше критериев для оценки пластичности при двух-
этапном деформировании, когда скачком изменяется не только показатель НС, но и траекто-
рия деформации, а также расхождение результатов при одноэтапном деформировании и по-
стоянном показателе НС, когда траектории разные, привела к дальнейшему развитию де-
формационных теорий разрушения, основанных на представлении о пластичности как тен-
зорной величине. 

Впервые тензорный вариант критерия разрушения был предложен И. А. Кийко [10]: 
 

߰ ൌ න
ሶߝ
݁пр 

ݐ݀

௧

൏ 1, (23)

 

где ߝሶ – ݆-й компонент вектора скорости деформации; 
݁пр	 – ݆-я функция предельной пластичности;  
 .время деформирования – ݐ
Несколько иной вид имеет тензорная модель разрушения Г. Д. Деля [6]: 
 

߰ ൌ න ݀݁иߚܨ

и

൏ 1, (24)

 

где ߚ – компоненты направляющего тензора приращений деформаций: 
 

ߚ ൌ ඨ
2
3
ߝ݀
݀݁и

, (25)

 

 :функция, являющаяся характеристикой материала – ܨ
 

ܨ ൌ
݀߮
݀݁и

, (26)

 

где ߮ – функция повреждаемости: 
 

߮ ൌ
ሺ1 െ ܿሻ݁и

݁пр
 ܿ ቆ

݁и
݁пр

ቇ
ଶ

, (27)

 

где ܿ – коэффициент. 
Теория Г. Д. Деля получила в литературе название тензорно-линейного. Вариант тен-

зорно-нелинейной модели накопления поврежденности предложили А. А. Мишулин 
и В. М. Михалевич [9]: 

 

߰ ൌ න ቆߚܣ  ܤ ൬ߚߚ െ
1
3
൰ቇ݀݁иߜ

и

	

൏ 1, (28)

 

где ߜ – символ Кронекера;  
-функции, которые зависят от условий нагружения и механических свойств ма – ܤ и ܣ

териала: 
 

ܣ ൌ
݀൫ሺܽଵ െ ܾଵሻ߮൯

݀݁и
, ܤ	 ൌ

݀ሺܾଵ߮ሻ

݀݁и
, (29)

 

где ܽଵ и ܾଵ – коэффициенты. 
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Из существующих макроскопических феноменологических теорий разрушения обра-
ботки материалов давлением современные деформационные теории наиболее адекватно про-
гнозируют разрушение в общем случае. Но с точки зрения их практического применения они 
сталкиваются со значительными трудностями, так как для их применения необходима боль-
шая экспериментальная база для определения необходимых параметров материала, требуется 
определение большого количества сопутствующих параметров процесса и применение 
сложного математического аппарата. В наиболее распространенных коммерческих МКЭ 
программных комплексах инженерного анализа процессов ОМД применяются крайне редко 
и лишь наиболее простые варианты. 

 
ВЫВОДЫ 

Таким образом, в результате проделанной работы получили структурированный 
по трем группам (механические теории прочности, энергетические и деформационные теории) 
список существующих макроскопических феноменологических моделей и теорий разрушения. 

Так же были рассмотрены преимущества, недостатки и применяемость каждой груп-
пы критериев в наиболее распространенных коммерческих МКЭ системах инженерного ана-
лиза процессов ОМД, в соответствии с чем наиболее простыми и используемыми являются 
теории первых двух групп. Но их общим недостатком является адекватное отражение ре-
зультатов лишь в узком круге задач, из чего можно прогнозировать, что дальнейшее разви-
тие анализа процесса разрушения в этих системах пойдет по пути перехода на деформацион-
ные теории разрушения. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки РФ 
в рамках государственного контракта № 14.740.11.1361 «Разработка, исследование и практи-
ческое применение критерия разрушения и математической модели сопротивления магние-
вых сплавов пластической деформации». 
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